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Anwendung

@ Filtertechnik bei Tiefpass

@ gleichmiBige Approximation

© optimale Stiitzstellenwahl bei Interpolation
@ Diffentialgleichungen

© Algebra: Kommuativer Ring mit Einselement
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Definition fiir Parameterdarstellung

Ein Tschebyscheff-Polynom T, ist ein Polynom vom Grad n

Q fir x € [-1,1]
Th(x) = cos n&, x = cos¢
Q fiir x € (—o0, —1]
Th(x) = cosh n§, x = cosh &
@ fir x € [1,00)
Th(x) = (—1)"cosh n§, x = cosh§
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weitere Parameterdarstellung

Darstellung des Cosinus bzw. hyperbolischen Cosinus mit Hilfe von
z = exp(i§) bzw. z = exp(&)

Michael Rennecke Tschebyscheff-Polynome



Einfiihrung

Anwendung
Definitiol
Rekursionsgleichung

weitere Parameterdarstellung

Darstellung des Cosinus bzw. hyperbolischen Cosinus mit Hilfe von
z = exp(i§) bzw. z = exp(&)

To(x) =232, x = == J
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Rekursionsgleichung

Man erkennt, dass To(x) =1 und T1(x) = x gilt. Fiir n > 2 gilt
die folgende Rekusion:
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Rekursionsgleichung

Man erkennt, dass To(x) =1 und T1(x) = x gilt. Fiir n > 2 gilt
die folgende Rekusion:

Trt1(x) = 2xTy(x) — Th—1(x) J

Michael Rennecke Tschebyscheff-Polynome



Einfiihrung
Anwendung
Definition
Rekursionsgleichung

Rekursionsgleichung

Man erkennt, dass To(x) =1 und T1(x) = x gilt. Fiir n > 2 gilt
die folgende Rekusion:

Trt1(x) = 2xTy(x) — Th—1(x) J

Die Polynome sehen dann wie folgt aus:
Ta(x) =277 1x" 4+ p1x" L 4 pox" 2 + ...+ pp, n>1
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Symmetrie

Satz 1
Sei T,(x) ein Tschebyscheff-Polynom vom Grad n, dann gilt:

To(x) = (=1)"Ta(—x)

Fiir gerade n sind die T, symmetrisch und fiir ungeade n sind sie
punktsymmetrisch zum Ursprung.
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Nullstellen 1

Die NST von T,,, n>1 sind
o reell
@ einfach

o liegen im Intervall (—1,1)
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Nullstellen 1

Die NST von T,,, n>1 sind
o reell
@ einfach
o liegen im Intervall (—1,1)
und sind durch

_1
X, = cos&, mit &, = VT27r und v € {1,2,...,n} J

gegeben.
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Nullstellen 2

Die Folge &1, &>, ..., &, ist offenbar gemaB
0<& << <<

geordnet, so dass die NST x, absteigend geordnet sind:
I1>x1>x>...>x,>—1

Das die x,, die NST von T, sind folgt direkt aus der Definition und

es sind alle NST, da ein Polynom vom Grad n maximal n NST
haben kann.
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Extremwerte

Aus der Definition folgt, dass die T,,, n > 1 die Schranken -1 bzw.
1 genau n+ 1 mal annehmen und zwar an den Stellen:

X, = cos x, &, mit x,&, = X2 und v € {1,2,...,n,n+ 1} }

n

To(%) = (-1 mit v e {1,2,...n,n+ 1}
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Extremwerte

Aus der Definition folgt, dass die T,,, n > 1 die Schranken -1 bzw.
1 genau n+ 1 mal annehmen und zwar an den Stellen:

X, = cos x, &, mit x,&, = X2 und v € {1,2,...,n,n+ 1} }

n

To(%) = (-1 mit v e {1,2,...n,n+ 1}

Da ein Polynom vom Grad n maximal n — 1 Extrema besitzt bilden
die X2, X3, ..., X, die Menge der lokalen Extrema.
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Eigenschaften Symmetrie

12
hes Verhalten

Asymtotisches Verhalten

Polynome verhalten sich wie ihre hochste Potenz, also verhalten
sich alle T, wie folgt:

lim 2n—1xn J
x—+o0
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gerade n
ungerade n

gerade n

2x2 — 1 griin: Ta(x) =8x* —8xx2+1
=2xx% —48xx* +18xx%2 —1

I I
-0.4 -0.2 0
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gerade n
ungerade n

ungerade n

blau: T3(x) = 4x3 — 3x rot: T5(x)16x5 — 20 % x3 + 5x
griin: T7(x) = 64x” — 112 % x.%> + 56x3 — 7x
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Verhalten

Bei den meisten Anwendungen ist nur das Verhalten in [—1, 1] von
Interesse.
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Verhalten

Bei den meisten Anwendungen ist nur das Verhalten in [—1, 1] von
Interesse.

e | Tx(x)| =1 J

Die T, sind die einzigen Polynome, die max | Tx(x)| < 1 erfiillen.
_1<x<
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Polynomapproximation

Man kann den sin und cos auch durch Tschebyscheff-Polynome
darstellen und diese Reihen konvergieren viel schneller als
entsprechenden Taylorreihen.
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Polynomapproximation

Man kann den sin und cos auch durch Tschebyscheff-Polynome
darstellen und diese Reihen konvergieren viel schneller als
entsprechenden Taylorreihen.

COS XTT = Z aVTz,/(X) und sin xm = x Z ﬁyT2y(X) }
v=0 v=0
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lineare Approximation

blau: f(x) = e* Stiitzstellen: xp1 = j:% und griin:
p1(x) = 1,085441 * x + 1,2606504

3
gesucht:
25| inmax |f(x) — p1(x)|
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Tiefpass

Filtertechnik

Tiefpass

Cutoff frequency

Gain (dB)

Passband Stopband
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