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1 Stetige Fortsetzung

Definition: Stetigkeit

Essei f: D — R, DCR"und n > 1 eine Funktion. Dann heiftt f im Punkt xzg € D stetig,
wenn fir alle Folgen (xy,)nen gilt:

Ty — T fiir n — 00 = f(x,) — f(xo) fiir n — oo;

sonst heift f im Punkt xg unstetig.

Motivation

Es sei die Funktion f auf X definiert, o gehore nicht zu X und es moge Folgen aus X geben,
die gegen xg konvergieren dann kdnnen folgende Félle eintreten:

a) Fiir jede gegen xg konvergierende Folge (2, )nen aus X konvergiert auch die Folge (f(xn))nen
b) Es gibt mindestens eine Folge (zy)nen, fir die (f(zn))nen divergiert.

BEISPIEL zu a)

fR\{0} = R mit f(z) = )

xT

Man nehme die Folge (zy)neny — 0 fiir n — oo und setzte die in f ein. Dann erhdlt man:
sin(x)

(f(xn))nen : lir% — . Diesen Grenzwert kann man nicht bestimmen, da es ein unbestimmter
Tr—

Ausdruck der Form % ist. Also wendet man L’Hospital an:

s cos(z) _ q- o .
= i{r%) f) = ig% cos(z) = cos(0) =1

lim sin(x)

z—0 %

Wie man jetzt sieht muss der Grenzwert einer Funktion an den Punkt existieren, fiir den die
Funktion f definiert ist um stetig fortgesetzt zu werden.

b)

. 1 firz>1 ° + = 2 " 2 3 4 s
f:R\{0} — R mit f(x)—{ 1 firm <1

Es sei (zp)neny = ((71)71) weiter sieht man, dass lim (72)71 = 0. Die Folge (f ((71)71)) N
ne

n neN n—oo
divergiert, d.h. der Grenzwert existiert nicht!




Definition: Stetige Fortsetzung

Essei f: D — R, D CR"” ein Funktion und zg € R" mit n > 1, sowie x¢ ein Haufungspunkt
von D sowie sei f auf D\{zo} stetig.

1. Eine Funktion f : DU {x0} — R heifit stetige Fortsetzung von f im Punkt xy, wenn

N

.. ., c € R und fest
¢ :x=uzpund fist in zq stetig .

2. Ist xg € D, f im Punkt x( unstetig und es existiert eine stetige Fortsetzung von f in den
Punkt xg, so heifst g eine behebbare Unstetigkeitsstelle von f.

Folgerung
Sei f: D — R, D CR"ein Funktion, zg sei Hiufungpunkt von D und ¢y € R™ mit n > 1: So
existiert eine stetige Fortsetzung von f im Punkt zg, wenn lim f(z) existiert.

Tr—XT0

Falls dies der Fall ist, so ist die stetige Fortsetzung von f im Punkt xg eindeutig bestimmt.
BEWEIS:
xq 15t stetige Fortsetzung

Man definiere f : DU {zo} — R wie folgt f(z) := { J;fi) f(x) i ill?o\{xo}

f ist nach der Definition fiir Stetigkeit stetig in g = lim f(z) ist stetige Fortsetzung von f im
T—x0
Punkt zg.

2 Rechnungen

Aufgabe 1

Gegeben sei die Funktion f : R\{0} — R mit f(z) = |In |z||*"
Nun soll herausgefunden werden, ob die Funktion f im Punkt zg = 0 stetig fortgesetzt werden

N (U [E s Y (0
ann, also ob die Funktion f(z) := lin% nfe|[® =0 existiert.
€Tr—>
In |z||** = e***nImlell Eg sei 0 < 2 < 1 dann ist |In|z|| = |Inz| = —Inz =In 1
xr
Zeige, dass 1in(1J (2% *In(—1Inz)) existiert und 0 ist.
Tr—>
Logarithmen—
iii% (22 xIn(Ind)) gerdtee iﬂ% (2 *In(—Inz))
_ lim In(—Inz)
z—0 :%2
I’ Hospital e
= lim =zlne
z—0 3733
= aljli% —2zlnx
= al;li% —2xlnm
_ o
o0
= 0



Zeige, dass der Funktionswert existiert:

x—0
lim (exz*ln(ln %) —
z—+0

ezlinio(JZ*ln(ln %) )

lim <6962*1n [ 1n |z||

el =1

Fir —1 < o < 0 ist die Argumentation analog. Daraus folgt der Grenzwert im Punkt zg = 0
existiert und somit ist f im Punkt x¢p = 0 durch den Wert 1 stetig fortgesetzt werden.
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2
Flz) 1= In |z|[* cx € R\{0
o) - {\1 el e B Vo)

Aufgabe 2

ey g 0,0
Gegeben sei eine Funktion f: R? — R mit f(x) := ita3 1}1« v# (0,0
0 fiir z = (0,0)

FRAGE: Ist f auf ganz R? stetig?
Hier muss man 2 Félle betrachten:

1. 2 € R2\{(0,0)}
Hier gibt es nichts zu zeigen, da es sich um eine Zusammensetzung von stetigen Funktionen

handelt. Der Quotient von stetigen Funktion ist wieder stetig, wenn der Nenner ungleich
0 ist.

2. © = (0,0), weise Unstetigkeit nach:

sei (a:k)keN = (4, %)keN — (0,0) eine Folge f(z*) =

0 = f ist nicht stetig im Punkt 0
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[ RLD) -
@) { 3 fiir ¢ # (0,0)

fiir z = (0, 0)

Da gezeigt ist, dass f im Punkt 0 nicht stetig ist, versucht man das Definitionsgebiet zu einzu-
schrianken, dass f auf den gesamten Definitionsgebiet stetig ist, auch im Punkt 0.

1. Umformen der Funktion:

T1*T2 T1*T2 _ 1
2 2 — T3 To
Ti+x 1, %2 — 4=
1 2 Il*x2(12+11)

2. Definitionsgebiet einschrinken:

o =2k keR
1
+

3. Betrachten nun die Funktion: f(z1) =

Hx-‘H
&‘ 8
=

k
Damit f im Punkt 0 stetig ist, muss der Term % + % — 00
1

k
stellen die z1 wie folgt dar: ¢ *n mit 0 < ¢ € Rund n € N = (q(an)k (q;g =
k=1, k-1 1 k—1,k—1

1 —
o + ntTh = g
i1 T4 T

4. Interpretation des Term qk%l * # + ¢*In*~1 als Zahlenfolge (fiir welche k konvergent):

: 1 1 k—1,k—1
lim (qk—l ey s i /A [ )

n—oo

lim —— % L+ lim qk”_1 k=1 —
n—oo ( N—00 N~
SN~~~ konst
1 konst 1 b1
7T lim —= +¢" lim n
n—oo n—oo

k—1

1
i) k<1: qk%l lim —— +¢" 1 lim nfF =00+ 0=00 = divergent
n

n—oo
%) 0
1
i) k=1: klllm kl—{—qklhmn =1+ 1= 2= konvergent
q oo n n— 00
1 1

1
iii) k>1: 4 lim +¢" 1 lim nF =04+ 00 =0 = divergent
q —00 nkil

n—oo

0 [e's)



5. Zusammenfassung:
Aus diesen Ergbnis schlieffen wir, dass wir das Gebiet D, auf dem die Funktion definiert
ist wie folgt einschranken miissen:

Dy = {(z1,22) : |x2| < |z1]* N> 1}
Dy = {(z1,22) : |w2| > |:1[P AB < 1}
D' = DyUDy

Zeige Stetigkeit im Nullpunkt auf Dy:

Zur Erinnerung: Fir jedes € > 0 existiert ein 0 > 0, so dass |f(x) — f(0)] < e fir ||z|] < ¢

_|mmy | _ lmllwel _ Jmallze] _ |mllwe] _ we| o Jma® a—1 a—1
|f(33)| 22 +a2 |22 +a2 < [21]2 |71 |[21] £ < B ‘331’ <0 <e€
Zeige Stetigkeit im Nullpunkt auf Dy:
zize | _ |zalwo] lzallz2| _ |ei|lze] |z
F@) = 25| = el < P = leallel = Teal
L 2 2
9| B 1_ 1-5% 1-p5%
Sl = ool = fa P <8 <

Nun hat man gezeigt, dass f auf D; und D stetig im Nullpunkt ist.

LixTe  fir ¢ # (0,0
Also ist f: D1 U Dy C R? — R mit f(z) := eita; 7(0,0) stetig!
0 fiir z = (0,0)



